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I) Endomorphismes orthogonaux et produits scalaires

Exercice 1: � b.14.1

Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel et soit pu1, . . . , upq une famille de vecteurs

unitaires telle que : @x P E, ∥x∥2 �
p̧

j�1

xuj | xy2. Montrer que la famille pu1, . . . , upq est
une base de E.

Exercice 2: � b.14.6

1. Soit E un espace euclidien de dimension n et v un endomorphisme de E.

(a) Montrer que
ņ

i�1

xvpeiq | eiy ne dépend pas de la base orthonormée pe1, . . . , enq
choisie.

(b) Montrer que
¸

pi,jqPv1 ,nw2

xvpeiq | fjy2 ne dépend pas des bases orthonormées

pe1, . . . , enq et pf1, . . . , fnq de E choisies.

(c) Calculer sa valeur lorsque v est un projecteur orthogonal de rang r.

2. Soit n P N�. Pour A � paijq1lei,j¤n P MnpRq, on pose σpAq �
¸

1¤i,j¤n

a2ij.

(a) Que vaut σpAq si A P OnpRq ? Et si A est la matrice dans la base canonique

d'un projecteur orthogonal ?

(b) Soit A P MnpRq et Ω P OnpRq. Montrer que σpΩJAΩq � σpAq.

Exercice 3: � b.14.8

Soit pE, x. | .yq un espace euclidien ; soit u P LpEq trigonalisable. Montrer que u est

trigonalisable en base orthonormée.

Exercice 4: � d.75.14

Démontrer que la boule unité fermée B d'un espace préhilbertien réel est stricte-

ment convexe c'est-à-dire que pour tous x, y P B di�érents et tout t P s0 , 1r,
∥p1� tqx� ty∥   1.
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Exercice 5: � d.75.21

On munit l'espace E � C0pr0 , 1s ,Rq du produit scalaire donné par

xf | gy �
» 1

0

fptqgptq dt

Pour f P E, on considère T :

$&
%

r0 , 1s ÝÑ R

x ÞÝÑ
» x

0

fptq dt .

1. Montrer que T dé�nit un endomorphisme de E.

2. Justi�er l'existence d'un endomorphisme T � de E véri�ant

@pf, gq P E2, xT pfq | gy � xf | T �pgqy

Exercice 6: � d.75.27

Soient E un espace vectoriel euclidien, u P E non-nul, g P OpEq. On note σ la ré�exion

d'hyperplan uK. Décrire la transformation g � σ � g�1.

Exercice 7: �� d.76.9

Soit V P Rnz0. On considère Q P MnpRq dé�nie par

Q � In � 2

∥V ∥2
V V J avec ∥V ∥2 � V JV

1. Montrer que la matrice Q est symétrique et orthogonale.

2. A quelle transformation géométrique correspond la matrice Q ?

Exercice 8: �� d.76.50

Soient A,B P OnpRq. Montrer que A et B sont semblables si et seulement si χA � χB.

Exercice 9: �� b.14.34

Soit u un endomorphisme d'un espace euclidien E.

Montrer que u est une homothétie si et seulement si u commute avec toute isométrie

de E.
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Exercice 10: �� b.14.21

Soit E un espace euclidien et u P LpEq. Montrer l'équivalence entre :

� f préserve l'orthogonalité : @px, yq P E2, xx | yy � 0 ñ xfpxq | fpyqy � 0.

� Dα P R, @x P E, ∥fpxq∥ � α ∥x∥.

� Dα P R, Dg P OpEq, f � αg.

Exercice 11: �� b.14.30

Soit pE, x. | .yq un espace euclidien. Pour f P OpEq, on pose Ipfq � Impf � idq et

Kpfq � Kerpf � idq. Pour x P Ez t0u, on note sx la ré�exion par rapport à xK.

1. Soit f P OpEq. Montrer que E est somme directe orthogonale de Ipfq et Kpfq.
2. Soit px1, . . . , xpq une famille libre de vecteurs de E. Montrer que Ipsx1 �� � ��sxpq �

Vectpx1, . . . , xnq.

Exercice 12: ��� b.14.10

Soit px0, . . . , xnq une famille obtusangle d'un espace euclidien pE, x. | .yq : pour tout

pi, jq P v0 , nw2 tel que i � j, xxi | xjy   0.

1. Montrer que px1, . . . , xnq est libre.
2. Montrer l'existence dans tout espace euclidien de dimension n, d'un pn�1q-uplet

véri�ant les hypothèses de la question précédente.

3. On suppose dans cette question que dimE � n� 1 et que la famille est libre. On

considère pe1, . . . , enq la base orthonormée obtenue parGram-Schmidt. Montrer

que la matrice de passage des pxjq aux pejq est à coe�cients positifs.

4. On suppose dans cette question que rgpx0, . . . , xnq � n. Démontrer que toute

famille pxjqjPv0 ,nwztku de cardinal n est libre est que l'expression de xk dans cette

famille a des composantes strictement négatives.

5. On suppose E de dimension n, les xi de norme 1 et les produits scalaires deux-

à-deux constants. Montrer que cette constante est égale à
�1
n

et que la somme

des xi est nulle.

Exercice 13: ��� b.14.11

On munit Rn du produit scalaire canonique. Soient pe1, . . . , enq une base orthonormée et

pf1, . . . , fnq une famille de vecteurs tels que ∥ek � fk∥2  
1?
n
. Montrer que pf1, . . . , fnq
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est une base. Le résultat subsiste-t-il si l'on suppose l'inégalité large ?

Exercice 14: ��� b.14.12

Soient n P N�, v1, . . . , vn des vecteurs unitaires d'un espace euclidien E. Montrer qu'il

existe pε1, . . . , εnq P t�1un tels que ∥∥∥∥∥ ņ

i�1

εivi

∥∥∥∥∥ ¤ ?
n

Exercice 15: ��� b.14.13 / b.8.5

Soit N une norme sur un R-espace vectoriel E. On suppose qu'elle véri�e l'identité du

parallélogramme. Montrer que N provient d'un produit scalaire.

II) Endomorphismes symétriques

Exercice 16: � d.76.157

Soit S P S�
n pRq. Pour k P N�, on pose

uk � pTrpSkqq 1
k

Etudier la limite de pukqk¥1.

Exercice 17: � d.14.39

Soit a un vecteur d'un espace euclidien E. Pour tout α P R, on considère l'endomor-

phisme

fαpxq : x ÞÑ x� αxa | xya

1. Préciser la composée fα � fβ. Quelles sont les endomorphismes fα bijectifs ?

2. Déterminer les éléments propres de fα.

Exercice 18: �� b.14.16

Soit E � MnpRq. On dé�nit ϕ :

#
E2 ÝÑ R
pA,Bq ÞÝÑ xA | By � TrpAJBq .

1. Véri�er qu'il s'agit bien d'un produit scalaire.
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2. Montrer que pour tout A � paijq P E, |TrA| ¤ ?
n

�
�¸

pi,jq

a2ij

�



1
2

. A quelle condition

a-t-on égalité ?

3. Montrer que SnpRq et AnpRq sont supplémentaires orthogonaux.

4. Soit A � paijq P E. Déterminer inf
MPSnpRq

¸
pi,jq

paij �mijq2.

5. Calculer la distance de M �

�
��

0 1 2

2 0 1

�1 �1 0

�
�
à S3pRq.

6. Montrer que l'ensemble des matrices de trace nulle est un sous-espace vectoriel

et donner sa dimension.

7. Calculer la distance de la mattrice d'Attila (ne comportant que des (h)uns) à

ce sous-espace vectoriel.

8. Soit M P MnpRq et G l'ensemble des matrices scalaires. Trouver GK et calculer

dpM,Gq.

Exercice 19: �� b.14.40

Soit A P SnpRq semblable à son inverse. Montrer que TrpA2q ¥ n et qu'il y a égalité si

et seulement si A est une symétrie orthogonale.

Exercice 20: �� d.76.138

Soit u un endomorphisme diagonalisable d'un espace euclidien E. On suppose que u et

u� commutent. Montrer que l'endomorphisme u est autoadjoint.

Exercice 21: �� b.14.42

Soit n P N�, A P MnpRq.
1. Montrer que si A � ST avec S P S��

n pRq et T P SnpRq, A est diagonalisable.

2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si il existe S P S��
n pRq telle

que AJ � SAS�1.

Exercice 22: �� b.14.44

Soit E un espace vectoriel euclidien. On considère p et q deux projecteurs orthogonaux.

1. Montrer p � q � p est diagonalisable.
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2. Montrer pIm p�Ker qqK � Im q XKer p et que E � Im p�Ker q � Im q XKer p.

3. En déduire que p � q est diagonalisable.

Exercice 23: �� b.14.45

1. Soient pE, x. | .yq un espace euclidien, p et q des projecteurs orthogonaux, x P E

tel que ppxq � �qpxq. Montrer que ppxq � qpxq � 0.

2. Soient f et g deux endomorphismes symétriques positifs de E tels que detpf�gq �
0. Montrer que Ker f XKer g � t0u.

Exercice 24: �� b.14.49

Pour A,B P SnpRq, on note B ¤ A si et seulement si A�B P S��
n pRq.

1. Montrer que A ¤ B si et seulement si @X P Rn, XJAX ¤ XJBX, et que ¤,
dé�nie sur SnpRq est une relation d'ordre sur SnpRq.

2. Montrer qu'une partie de SnpRq est bornée si et seulement si elle est majorée et

minorée au sens de ¤.
3. Pour A P SnpRq, montrer que XpAq � tS P SnpRq, A ¤ Su et Y pAq �

tS P SnpRq, S ¤ Au sont convexes et fermées.

4. Que dire de ZpA,Bq � tS P SnpRq, A ¤ S ¤ Bu ?
5. Montrer qu'une suite croissante et majorée au sens de ¤, converge.
6. Soit pA,Bq P S��

n pRq2 tel que A ¤ N . Montrer que detA ¤ detB.

Exercice 25: �� b.14.50

Soit a ¡ 0, E l'ensemble des fonctions f de classe C2 de R� dans R telles que f 2�apf 1q2
soit intégrable sur R�.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C2pR�,Rq.
2. Montrer que, pour tout v P R, il existe f P E tel que fp0q � v.

3. Soit v P R. Déterminer inf

"» �8

0

pf 2 � apf 1q2q; f P E, fp0q � v

*
.

4. Pour A,B P SnpRq, on pose : A ¤ B ðñ B � A P S�
n pRq. On note d'autre

part
?
A l'unique racine carrée dans S�

n pRq d'une matrice A P S�
n pRq. Soient

A,B P S�
n pRq telles que A ¤ B. Montrer à l'aide des questions précédentes que?

A ¤
?
B.
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Exercice 26: �� b.14.53

Soit M P SnpRq. On note λ1 ¤ � � � ¤ λn les valeurs propres de M (avec multiplicités)

et λ11 ¤ � � � ¤ λ1n celles de M 1, la matrice obtenue à partir de M en enlevant la première

ligne et la première colonne. Montrer que

λ1 ¤ λ11 ¤ λ2 ¤ λ12 ¤ � � � ¤ λn�1 ¤ λ1n�1 ¤ λn

Exercice 27: �� b.14.55

1. Soient A et B dans S��
n pRq. Montrer que AB est diagonalisable à spectre inclus

dans R�
�.

2. Montrer que SppABq � ra1b1 , anbns, où a1 � min SppAq et an � max SppAq (et
de même pour B).

3. Soient A,B,C dans S��
n pRq. On suppose que ABC est symétrique. Montrer que

le spectre de ABC est inclus dans R�
�.

Exercice 28: �� b.14.76

Soient n P N�. On pose SO�
npRq � tM P SOnpRq,�1 R SppMqu.

1. Montrer que pour tout A P AnpRq, �1 R SppAq.
2. On dé�nit E � tM P MnpRq,�1 R SppMqu. On considère f : A P E ÞÑ pA �

Inq�1pIn � Aq. Montrer que pour tout A P AnpRq, fpAq P SO�
npRq.

3. Montrer que pour tout S P SO�
npRq, fpAq P AnpRq.

4. Montrer que fpfpAqq � A.

5. Pour tout x P R, on dé�nit Mx �
�
0 �x
x 0

�
. Calculer fpMtanp θ

2qq pour θ P
s�π , πr.

6. En déduire que pour tout A P A2npRq, il P P O2npRq et x1, . . . , xn tels que pour

P�1AP est la matrice diagonale par blocs constituées des blocs Mx1 , . . . ,Mxn .

Exercice 29: ��� d.76.182

Soit A P S��
n pRq. Posons pour x, y P Rn,

xx | yyA � xA�1x | yy

1. Montrer que x. | .yA est un produit scalaire.
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2. Soit B P SnpRq. Montrer que AB est diagonalisable.

3. Montrer que l'image de Ez t0u par

x ÞÑ xBx | xy
xA�1x | xy

n'est autre que le segment d'extrémités λminpABq et λmaxpABq.
4. Montrer que

λminpAqλminpBq ¤ λminpABq ¤ λmaxpABq ¤ λmaxpAqλmaxpBq

Exercice 30: ��� b.14.43

Soient A et B dans SnpRq de valeurs propres respectives a1 ¥ a2 ¥ . . . an et b1 ¥ b2 ¥
. . . bn. Montrer que

TrpABq ¤
ņ

i�1

aibi

Exercice 31: ��� b.14.48

1. Soit A P S��
n pRq. Montrer que la sous-matrice Ak � pai,jq1¤i,j¤k est dé�nie

positive et que son déterminant Dk est strictement positif.

2. On suppose que Dk ¡ 0 pour tout k P v1 , nw. Montrer que A est dé�nie positive.

3. Soit t P s0 , 1r. Montrer que Aptq � pt|i�j|q1¤i,j¤n est dé�nie positive.

4. Montrer que B �
�

1

1� |i� j|



1¤i,j¤n

est dé�nie positive.

Exercice 32: ��� b.14.52

Soient n P N� et M P SnpRq. On note λ1pMq ¤ � � � ¤ λnpMq la suite ordonnée des

valeurs propres de M . Soient A et B dans SnpRq.
1. Montrer que λ1pA�Bq ¤ λ1pAq � λ1pBq.
2. Montrer que pour k P v1 , nw et A P SnpRq,

ķ

i�1

� max

#
ķ

i�1

xAzi | ziy, pz1, . . . , zkq famille orthonormée de E

+
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3. Montrer que, pour tout k P v1 , nw,
ķ

i�1

λipA�Bq ¤
ņ

i�1

λ1pAq �
ņ

i�1

λipBq

Exercice 33: ��� b.14.59

Soient A et B dans S�
n pRq, α et β dans R� tels que α � β � 1.

1. Montrer que detpαA� βBq ¥ pdetAqαpdetBqβ.
2. Montrer que pdetpIn � Aq 1

n ¥ 1� pdetAq 1
n .

3. Montrer que pdetpA�Bqq 1
n ¥ pdetAq 1

n � pdetBq 1
n .
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